E.D.O. lineares 
com coeficientes constantes 


META: 

Descrever o método de resolução para equações diferenciais or- 
dinárias lineares com coeficientes constantes. 

OBJETIVOS: 

Ao fim da aula os alunos deverão ser capazes de: 

Resolver uma E.D.O. linear com coeficientes constantes. 
PRÉ-REQUISITOS 


Os conhecimentos da aula anterior. 
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7.1 Introdução 


Caros alunos estamos praticamente na metade do nosso curso 
e nessa sétima aula vamos aprender como resolver algumas das 
equações diferenciais lineares de ordem superior, as quais são equações 
que modelam muitos problemas reais. Aqui nos restringiremos 
às equações diferenciais ordinárias lineares com coeficientes con- 
stantes. 

Como vimos na aula anterior, uma solução geral para tais 
equações é dada pela soma da solução geral da equação homogênea 
associada e uma solução particular da equação não homogênea. 
Dessa maneira, começaremos estudando as equações lineares ho- 


mogêneas com coeficientes constantes. 


7.2 Resolvendo equações lineares homogêneas 


com coeficientes constantes. 


Consideremos a equação diferencial linear homogênea de coefi- 


cientes constantes de ordem n 


anyl”? +... + ay + aoy = 0, (7.43) 


onde ao,:-: ,an são constantes. Sen = 1, obtemos a equação 
ay + aoy = O e já vimos na aula 4 que esta equação tem solução 


exponencial dada por 


- [ao 
UlL) =c6 ut areR 


Dessa maneira, nos indagamos se para ordens maiores podemos 


obter soluções também do tipo exponencial. 


Equações Diferenciais Ordinárias AU LA 


Analisaremos aqui o caso n = 2. Para n = 2, temos 4 
ay” + ay +agy = 0, (7.44) 
onde ao,01,a2 são constantes. Suponha que y(x) = e”” seja 


solução de (7.44). Assim, derivando e substituindo na equação 


temos 


2 ma 


ame”? + ame”? + age”? — (agm? +am+ açg)e”” = 0. 


Como e”” + 0 para todo x E R temos que y = e”*” é solução de 


(7.44) se , e somente se, m é raiz da equação 
am? +am-+ag=0, (7.45) 


a qual é conhecida por equação auxiliar ou equação carac- 
terística de (7.44). 

Observe que ao resolvermos a equação auxiliar (7.45) três casos 
devem ser considerados, a saber: 

1) Raízes reais distintas, my, m2, quando o discriminante 

A = a? — 4a2a9 é maior do que zero. 

2) Raízes reais iguais, m = my = ma, quando o discriminante 
Nm aí — 42409 é igual a zero. 

3) Raízes complexas, my = «a + i8,m2 = a — i$, quando o discri- 
minante À = az — 4a2a9 é menor do que zero. 

Comecemos pelo primeiro caso. 

Raízes reais distintas 

Sob a hipótese que a equação auxiliar (7.45) tenha duas raízes reais 


distintas my e ma, encontramos duas soluções para (7.44) 


do) e ema) =. 
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Afirmamos que essas duas soluções 11,2 formam um conjunto 
fundamental para (7.44) para todo x E R. De fato, calculando 
o Wronskiano dessas duas funções, obtemos W(wy1,y2) = (ma — 


mma): o qual é diferente de zero uma vez que my £ mo. 


ma) el 
Assim, pelo Teorema 6.5 da aula anterior, uma solução geral de 


(7.44) é dada por 
y(x) = ciel? + ce” zeR. 


Raízes reais iguais 


Quando my = ma = m temos necessariamente uma única solução 
exponencial, a saber, y(x) = e””, onde m = —a1/2a2. Con- 
tudo, mesmo encontrando uma solução apenas neste caso, podemos 
achar uma segunda solução y> de (7.44) de modo que y1, y> formem 
um conjunto fundamental para (7.44). Acharemos tal solução us- 
ando o processo, apresentado na aula, anterior, conhecido por re- 
dução de ordem. Assim, pelo que vimos na aula passada, a solução 
y2 procurada é da forma yo(x) = u(x)e”” que derivando e substi- 


tuindo na equação encontramos 


dê e JS m/azdz a ema o 
va(x) = e ——— da = e dr ge. 


ema ema 


Assim, neste caso, a solução geral para (7.44) é dada por 
y(x) = cre”? + core”? ,z ER. 


Raízes complexas 


Se my e mo forem raízes complexas, então m; = a+ifemo = 


a— 18, onde aq,5 E R. Portanto, nesse caso temos duas soluções 
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complexas 11 (2) = «CH e yo(x) = e 'B)z, Essas duas soluções 
são L.I., uma vez que W(y,y2) = 0, assim temos um conjunto 
fundamental para a equação homogênea e a solução geral complexa 


é dada por 


(o+iB)a (of), 


ylax) = cre + coe 
No entanto, na prática é preferível trabalhar com funções reais, 
para isso faremos mais alguns cálculos até obtermos uma solução 
geral composta por funções reais apenas. 

Considere a fórmula de Euler 


eº = cos0 + isen6. 


Assim, não é difícil ver que e?” = cos8 4 isenfBr e etbr — 
cos 8 — isen Bx. 

Uma vez que y(x) = cjetHiB)z 4 coele-iB)z é solução de (7.44) para 
quaisquer valores de ci e c», consideremos duas soluções, uma com 
ci=1=ceoutracomc=1eco=-l. Assim, obtemos as 


seguintes soluções 


yi(x) — ela+ib)a E ela-ib)a E e feia E eTiÊS] = e9 cos Ba 


ya(a) — elo+iB)a o ela—iB)a = e feibr Ee pa] = e9isen Ba 


Como múltiplo de solução é ainda solução (veja Corolário 6.1) 


segue que 
Va(x) = tn (2) = e cos Br 
Volt) = vala) = esenbz 


são ainda soluções de (7.44) e, além disso, como W(y,,y2) £ 0, 
temos que 74,9, é um conjunto fundamental para (7.44). Neste 


caso, uma solução geral real de (7.44) é dada por 


u(a) = ce” cos Br + coe“ sen Bx. 
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Exemplo 7.1. Encontre a solução do P.V.I. 


d2y dy ! 
2-5 —10— +4 12y= = —1 = 2 


A equação auxiliar nesse caso é 
2m? - 10m +12=0, 


cujas raízes são my = 3,ma = 2. Assim, a solução geral da E.D.O. 
dada é 


ut) — cre! + coe?. 


E, como y(0) = cy +co = —1 e y(0) = 3cy + 2c» = 2, segue que 


ci =4,c) = —5. Portanto, a solução do P.V.I. éy(x) = 4e% — 5e?t. 


Exemplo 7.2. Ache todas as soluções da equação 


Como se trata de uma equação linear homogênea com coeficientes 


constantes, devemos achar a equação auxiliar, a qual é dada por 
-mê+4m-4=0, 


cujas raízes são my = ma = 2. Ássim, para obtermos a expressão 
para todas as soluções dessa E.D.O., devemos achar uma segunda 
solução, y2, que seja L.I. com qn (x) = e2”. Dessa maneira, usando o 
processo conhecido por redução de ordem, (lembre-se que para usar 
esse processo a equação deve está na sua forma normal) obtemos 
4da 
vo(x) = e” / ea = qe”, 

Assim, todas as soluções da E.D.O. Ra + 44u — 4y = 0 são da 
forma 


y(x) = cre” + coxe?”. 
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Exemplo 7.3. (Oscilador harmônico) Resolva a equação 


Nesse caso, a equação auxiliar é 
m? + ul = 0, 


a qual tem raizes complexas, dadas por my = wi,my = —uwti. 
Assim, pelo que vimos na explanação teórica, a solução geral real 
neste caso é 


y(a) = cy coswt + cosenwt. 


7.2.1 Equações de ordem superior 


Em geral, seguindo o mesmo raciocínio do caso n = 2, para se 
resolver uma E.D.O. de ordem n linear homogênea com coeficientes 
constantes (7.43) precisamos resolver uma equação polinomial de 
grau n, 


mm” +tanamli+..tamta=o. (7.46) 


Então, 
e Se todas as raízes de (7.46) forem reais distintas, temos uma 


solução geral de (7.43) dada por 
y(a) = ce? +... + cem”, 


e Se ocorrer, por exemplo, que a raiz my é 5 vezes repetida (ou 
seja tem multiplicidade igual a 5) e as demais raízes reais distintas, 


podemos mostrar que as soluções L.I. correspondentes a my são 


Mu goErie gerir, atemaz 
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e neste caso teremos como solução geral de (7.43) 
ylx) = cjeMi? + coxeriZ + csgteiE + cagpierir 


Postei 4 e Avira, 


e Se ocorrer uma raiz complexa my = « +18 com multiplicidade 
k e as demais raízes reais distintas, sabemos que sua conjugada 
ma = a — 15 também será raiz de multiplicidade k e assim as 


funções L.I. serão 
elorib)o, geloribla, Sua at lelerif)a 
ela-ibja, gela-ib)z, RR at lela-ib)a 


A solução geral real neste caso será 


ylz) = e [cy cos Bx + casen Bx] + xe” [cg cos Bx + cqsen Bx|+ 


«+ tl Ico, 1, cos Ba + copsen Bx] + Cop pie PUTA 


«+ crer. 
Exemplo 7.4. Resolva a E.D.O. 


y” + 2y" JE y = 0. 


Essa equação homogênea tem equação auxiliar dada por 


mê +Imt+m=o, 


cujas raízes são my = 0,ma = mg = —1. Assim, a solução geral 
será 


ylx) =cy+ ce” +egxe”?. 
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7.3 Resolvendo uma E.D.O. linear não homogênea ( 


com coeficientes constantes. 


Existem dois métodos conhecidos para se resolver uma E.D.O. li- 
near não homogênea: coeficientes a determinar, usado só para 
equações lineares não homogênea com coeficientes constantes e 
variação de parâmetros usado para quaisquer equações lineares 
não homogênea. Este último veremos na próxima aula. Aqui a- 
presentaremos o método dos coeficientes a determinar. 


Método dos coeficientes a determinar 


Pelo Teorema 6.7, da aula anterior, vimos que uma solução geral 


de uma equação diferencial linear não homogênea 
any +: +a(o)y + ao(x)y = g(x) 


é da forma 
ylx) = yelz) + yplx), 


onde yec(x) é a solução geral da E.D.O. homogênea associada e yp 
é uma solução particular da E.D.O. não homogênea. 

Pela seção anterior já sabemos calcular yc(x) quando a equação li- 
near tem coeficientes constantes, ou seja, quando a;(x),i = 0,---,n 
são funções constantes. Logo, para encontrarmos uma solução 
geral para a E.D.O. não homogênea, precisamos apenas calcular 
yp- O método que usaremos aqui para determinar y, é chamado 
método dos coeficientes a determinar e só é aplicado a E.D.0.'s na 


forma 


any ++ ay + aoy = g(x), 
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onde a;,i = 0,:-- ,n são funções constantes e g(x) é uma função 
polinomial, exponencial ou igual a ccos$x, csenfBz ou combi- 


nações dessas funções. 


Exemplo 7.5. (A função g(x) é uma função polinomial, ex- 


ponencial ou da forma c cos $x ou csen $x) Resolva a E.D.O. 
yW -Ay=2-2+2. 


Resolvamos primeiro a E.D.O.linear homogênea associada y” — 


4y = 0. À equação auxiliar neste caso é 
m-=4=0 


cujas soluções são my = 2,m2 = —2. Assim, a solução geral da 


E.D.O. homogênea é dada por 


Wars ge” be 


Para acharmos uma solução particular y,, procedamos da seguinte 
maneira: uma vez que a função g(x) é uma função polinomial 
quadrática o método nos indica a supor que yp tem o mesmo for- 


mato, ou seja, suponha que 
yp(x) = Ag? + Br+ C. 


Derivando yp e substituindo na equação não homogênea, obtemos 
24-4(Ar2 + Br+C)=212 -x+2. Organizando o lado esquerdo 
da igualdade com respeito as potências de x, temos —44x? —-4Bx + 
(24-40) = 22 — x +2. Para que esses polinômios sejam iguais é 


necessário que 


-44=1, -4B=-1, 24-40 =. 
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Assim, segue que 4 = —1/4,B = 1/4e C = —5/8. Portanto, 4 


yplx) = —x2/4 + x/4 — 5/8 e, consequentemente, uma solução 


geral da E.D.O. não homogênea y” —- 4y = 12 - x +26 
y(x)= certo" +-v2/44+27/4-5/8. 


Se a função g(x) fosse da forma exponencial, por exemplo, resolva 


a E.D.O. 
Era 


y —-4y=e 
Neste caso temos que supor que yp é da forma 


upa) = Ae. 


Assim, derivando yp e substituindo, obtemos 254€%” —44€e” = er, 
Organizando o lado esquerdo da igualdade temos 214%” = e, 
que por igualdade de funções temos que 214 = 1, daí 

Ls Á 


Yplx) = 2 


Portanto, uma solução geral da E.D.O. não homogênea y” — 4y = 


e é 
1 
y(x) = er + ce E + e 


Se a função g(x) = 3 cos 4x. Neste caso para acharmos uma solução 


particular da E.D.O. 
y” — 4y — 3 cos4x 
devemos supor yp(x) da forma 
yp(x) = Acos4x + Bsen4z. 


Observação 7.1. Neste caso a função seno apareceu na forma de 


Yp porque a forma de y, deve ser a combinação de todas as funções 


a 
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L.I. que são geradas quando derivamos g(x). Observe que isso foi 


obedecido nos casos anteriores a este. 


Assim, derivando yp e substituindo na equação, obtemos 
—164 cos 4x — 16Bsen 4x — 4(Acos4x + Bsen4x) = 3 cos4zx. 


Organizando o lado esquerdo da equação acima, temos — 20 4 cos 4x — 
20Bsen4x = 3cos4x. Como as funções cosseno e seno são L.l. 
uma igualdade assim só pode ocorrer se —204 = 3 e —20B = 0. 


Logo, A= -3/20e B=0. Portanto, 


3 
yp(x) = =30 *º8 42. 


Assim, uma solução geral da E.D.O. não homogênea y” — 4y = 


3cos4r é 


3 
“Po pon di: 


20 


No exemplo abaixo tratamos o caso em que a função g(x) é uma 


u(a) = e” + ce” 


combinação das funções apresentadas no exemplo acima. 


Exemplo 7.6. (a função g(x) é uma combinação de funções) 


Resolva a E.D.O. 
y" — 4y= 2º + ve” + vsen3z. 
Pela Observação 7.1 a forma de yp neste caso deve ser 
yp(x) = A+ Br?+Cr+DAH(Ex+F)e” +H(Ga-+H) cos3x+(Ix+J)sen 3x. 


Então, derivando duas vezes yp, substituindo na equação o valor 


de Yp encontrado e o valor de yp, temos 


—4Axº — 4Bx? + (64 — 4C)x + (2B — 4D) + (12E + 32F)e*” + 32Exe*” 
+(—6G — 13J)sen 3x — 131xsen3ax + (61 — 13H) cos3x — 13Gx cos3x 


= 9º + xe” 4 gsen3x. 
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Observe que organizamos o lado esquerdo da igualdade acima dis- 4 


3 6 


tribuindo os coeficientes segundo as funções 22, 12,x,1, ve”, e” cos3a, 
a cos3r, sen3x, xsen3r, visto que essas funções são LI. Dessa 
maneira, a igualdade acima só pode ocorrer se os correspondentes 


coeficientes das funções L.I. são iguais, assim obtemos um sistema 


da forma 
—-44A=1 322F =1 
—4B = 0 —6G —- 13) =0 
64-40 =0 —131=1 


2B -4D =0 61-13H =0 


12E+32F =0 —18G=0 


Resolvendo o sistema temos a seguinte expressão para Yp 


x ) x ) 6 6 x 
yp(x) = 178? | (5 55) Era Teo OS 3x — 13 Sen 3a. 
Portanto, uma solução geral para a E.D.O. em questão é 


3 
y(x) = ce” + ce E Es + ( E É ) er E cos3e — E sen3e. 


4.8 32 256 69 13 


Abaixo apresentamos um exemplo onde o método coeficientes a 


determinar falha. 


Exemplo 7.7. Resolva 
uy” o 4y = et, 


Como derivando e” não temos funções novas além de 4e?”, a 
forma de yp deve ser yp(x) = Ae?” Assim, derivando duas vezes 


Yp € substituindo na equação, obtemos 


447 —- 44e? =eX e 0= e. 
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Observe que a substituição feita gerou um absurdo. Esse absurdo 
foi gerado porque a função e?” já aparece na expressão da solução 
geral da homogênea associada, isso quer dizer que qualquer múlti- 
plo dela 4e?”, quando substituído na equação correspondente, pro- 
duz zero. Então, toda vez que o formato de yp coincidir com 
alguma função que já aparece na expressão da solução geral da 
equação homogênea associada, devemos multiplicar a forma, primeira- 
mente suposta para yp, por x”, onde n é o menor inteiro positivo 
que elimina a coincidência, ou seja, no caso desse exemplo, deve- 
mos supor yp(x) = Ae?" x. Se tivéssemos a função xe” aparecendo 
na expressão da solução geral da homogênea associada, deveríamos 
supor yp(x) = Ae" x? e assim por diante. 

A seguir apresentamos uma tabela para y, supondo claro que 
nenhuma forma de yp aparece em yc, ou seja, aparece na solução 


geral da E.D.O. homogênea associada. 


g(x) Yp(x) 

1 A 

3x — 1 Ar+ B 

se Ar + Br+ CO 


oa Ar + Br + Cr+D 


senTa Asen 'tx + Bcos Tx 
cos 31 Asen 3x + Bcos3x 
ez Ae? 

Sxeir (Ax + B)e3” 


Qpter” (Ay? + Br + C)e“” 
e“ cos2r | Ae cos 2x + Be sen2x 


r'sene | (Axº + Br+C)sensr + (Ex + Fr +G)cos5z 


xe” cos2x | (Ax + B)e” cos 2x + (Dx + E)e” sen 2x 


(124, 


Equações Diferenciais Ordinárias 


7.4 Conclusão 


Na aula de hoje, vimos como podemos resolver equações dife- 
renciais lineares com coeficientes constantes. O método de re- 
solução é bastante fácil tanto para equações homogêneas quanto 
para não homogêneas. No decorrer do método usamos a técnica 
de redução de ordem para contornar alguns problemas, tais como: 
achar uma segunda solução L.l. com a primeira solução quando 
uma equação auxiliar de segundo grau teve raiz repetida; no caso 
de resolução de E.D.O. linear não homogênea, achar uma solução 
geral para uma E.D.O. linear não homogênea quando não se tem 


um conjunto fundamental para a equação homogênea associada. 
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RESUMO 


E 

E Na aula de hoje aprendemos uma técnica para resolução de equações 
lineares homogêneas com coeficientes constantes, a qual se baseia 
em achar as raízes de uma equação auxiliar e uma outra técnica 
para resolver equações lineares não homogêneas com coeficientes 
constantes, a qual é chamada por método dos coeficientes a deter- 


minar. 


PRÓXIMA AULA 


Em nossa próxima aula veremos um método para se resolver equações 
lineares não homogêneas bem mais abragente que o de coeficientes 
a determinar, uma vez que ele pode ser aplicado a equações com 


coeficientes não constantes. 


ATIVIDADES 


Atividade. 7.1. Determine a solução geral dos problemas abaixo 
Ay”! E y = = 0 f) ut) dé q!!! + uy! = 0 

by" -4y'+5y=0 O +59 298) 107" +y +5y=0 
cy" + 9y = 0,y(0) = 0,90) = 1 

dli2y” — 5y' —2y=0 

ey”! — 4y'! =" 5y' = =) 


a) 
) 


Atividade. 7.2. Use coeficientes a determinar para resolver as 


equações 
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ay +3y+2y=6 4 


by! — 10y' + 25y= 30743 


cm +y+y=22-2 

d- 9" — 8y' + 20y = 10022 — 26xe” 

ey" +4y=3sen2r,y(D)=1Ly(1)=-—1 
ty +y=2xsenz 

e-y'+2y +y = senx + 3cos2x 

by"! — 2y" — 4y + 8y = Gre” 

Ly” -3y +3y —-y=a-—4e” 


Puder ry=(e—1)? 


LEMBREM-SE QUE PARA RESOLVER UM P.V.I. DE 
UMA EQUAÇÃO NÃO HOMOGÊNEA TEM QUE PRIMEIRO 
ACHAR UMA SOLUÇÃO GERAL DA NÃO HOMOGÊNEA, 
SÓ DEPOIS SUBSTITUÍMOS AS CONDIÇÕES INICI- 

AIS. 
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